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Woprowadzenie i motywacja
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Woprowadzenie i motywacja

Instrumenty pochodne

@ Proces cen - 5;
@ Wartos¢ instrumentu wolnego od ryzyka - B;, odpowiada
oprocentowaniu rachunku bankowego.
@ Instrument pochodny - instrument wyptacajacy w chwili T
kwote zalezna od przebiegu procesu cen.
o kontrakt terminowy forward wyptaca (St — K) dla K € R
o opcja europejska kupna (call) wyptaca (S — K)T dla K e R
e opcja binarna kupna (call) wyptaca x(s,—k>0) dla K € R

Przedmiotem zainteresowania jest cena instrumentu pochodnego
tj. koszt zawarcia kontraktu.
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Woprowadzenie i motywacja

Wycena bezarbitrazowa (martyngatowa)

Uczciwa cena instrumentu pochodnego o wyptacie postaci f(St):
@ Obecna warto$¢ portfela ¢, replikujacego wyptate f(St).
Ne(sp).0 = #9Bo + $4So0
@ Zdyskontowana wartos$¢ oczekiwana wyptaty wzgledem miary
martyngatowej Q:
Mn _ 1 Eqf(ST)
f(ST),O - BT Q T

gdzie Q - miara martyngatowa.
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Woprowadzenie i motywacja

Model Blacka-Scholesa

Filtracja F; jest generowana przez proces Wienera W;, a S; jest
geometrycznym ruchem Browna:

dSt = Mstdt+05tth, n e R,O’ > 0,5() >0

S, = Soe(,ufO.Scrz)tJraWt

@ jeden z pierwszych, powszechnie stosowany model,

o fatwy do kalibracji,

@ wzory analityczne na ceny niektérych instrumentéw,

@ fatwe symulowanie obserwacji procesu cen na potrzeby metod
Monte Carlo
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Woprowadzenie i motywacja

Notowania indeksu S&P500

Notowania indeksu S&P500
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Woprowadzenie i motywacja

Przyrosty logarytmiczne indeksu S&P500
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Odchylenie standardowe przyrostéw logarytmicznych, nazywane
zmienno$cia nie jest state w czasie.

Przemystaw Ry$



Woprowadzenie i motywacja

Stochastyczna zmiennos$¢
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Woprowadzenie i motywacja

Ciagty model GARCH

Filtracja F; jest generowana przez dwuwymiarowy proces Wienera
(Wi, We), a S; jest okreslony przez nastepujacy uktad
stochastycznych réwnan rézniczkowych:

dSt == /J/tstdt + \/Vtstth
dve = k(v — vy)dt + nved W,

gdzie S jest stata dodatnia.

@ uwzglednia stochastyczng zmienno$¢ v, jest procesem
stochastycznym o wahaniach proporcjonalnych do 7,

@ wtasnos¢ powrotu procesu vy do poziomu v z sitg k,

@ wymagajacy proces kalibracji parametréw,

@ symulowanie obserwacji procesu cen na potrzeby metod Monte
Carlo tylko w przyblizeniu poprzez schematy dyskretyzacyjne.
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Estymacja zmiennosci i parametréw strukturalnych modelu
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Estymacja zmiennosci i parametréw strukturalnych modelu

Problem estymacji

Dysponujemy obserwacjami notowan S; w dyskretnych,
réwnoodlegtych momentach {ty, ..., t,}, co A;.

Celem jest estymacja wartosci procesu zmiennosci /vy w tych
punktach czasu oraz wartosci parametréw ciagtego modelu
GARCH: 4, k, v, n.
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Estymacja zmiennosci i parametréw strukturalnych modelu

Przeksztatcenie i dyskretyzacja

Rozpatrujemy przyrosty logarytmiczne Ry = In(St) — In(S¢—a,). Po
zastosowaniu wzoru It6 i dyskretyzacji Eulera—Maruyamy
dostajemy:

{Rt ~OAwe A+ Ve (We — We_a,)
v R Vip, + 8V = Veoa) D + v, (We — Wi_a,)

co daje schemat:

{Ri =Vii1+ Vi€
Vi=a+BVi1+nViaé
gdzie (€1, ..y €ny €15 -y €n) ~iig N (0, A¢) oraz v = §A;, o = kA,
/6 =1- HAt.



Estymacja zmiennosci i parametréw strukturalnych modelu

Standardowe podejscie do estymacji zmiennosci

Wariancja historyczna o oknie estymacji dtugosci n to szereg
estymatoréw wariancji stép zwrotu postaci

Vi ~ A%ﬁ S o(Re—i — R)?. Czynnik A% odpowiada za
przeskalowanie do jednostki bazowej, zwykle okresu jednego roku,
co pozwala na poréwnywanie wariancji (zmiennosci) dla szeregéw o
réznej czestotliwosci.

Standardowo w procesie pomija sie $redniag stope zwrotu,
zaktfadajac, ze jest rowna 0. Taki szereg estymatoréw nazywany
jest wariancja zrealizowang - V; ~ A%ﬁ S o R?

Zmienno$¢ historyczna i zmienno$¢ zrealizowana wyznaczamy
jako pierwiastek z odpowiednio wariancji historycznej i
zrealizowanej.
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Estymacja zmiennosci i parametréw strukturalnych modelu

Estymacja parametrow oparta o estymator zmiennosci

Dysponujac estymatorem szeregu zmienno$ci mozemy wprost
wyznaczy¢ estymatory parametréw strukturalnych modelu.

~ 1 n R;
V= li=l VS

1 n Vi 1 n 1 n —1
_n Zi:l Vicy n i=1 Vi n Zi:l Vifl

p =157 vilyT vl

n1 i~ ’Vn' i=1 "
1 1 A 1
A =1 V,_ 1
&= (ryr e v.:ll)ﬁ ie1 Vi
. 118 (Ve T ien v
= (ﬁ(; i (7\/,_'1) — (52 7\/,_'1) -
V.
_( 1_% Z:’ 1 V[_Il )2
1_% 7:1 Vi 27:1 ‘/::11

-
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Estymacja zmiennosci i parametréw strukturalnych modelu

Podejscie bayesowskie i MCMC

Chcemy uzyskac estymator bayesowski parametréw oraz kolejnych
stanéw szeregu V;, czyli wektor wartosci oczekiwanych rozktadu
warunkowego p(7v, a, B,1%, Vo, ..., Va| R1, ..., Rn).

@ Jednoczesna, taczna estymacja wszystkich parametréw
strukturalnych modelu i zmiennosci.

@ Uwzglednienie informacji o specyfikacji modelu w procesie
estymacji Vy,...V,.

e Wyniki duzo mniej wrazliwe na poczatkowe zatozenia (a
priori) od standardowych metod (n).

@ Mozliwo$é¢ szacowania przedziatéw ufnosci dla estymatoréw.

@ Wygodne poréwnywanie dopasowania réznych modeli poprzez
funkcje wiarygodnosci.
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Estymacja zmiennosci i parametréw strukturalnych modelu

/Zasadnicza trudnosé

@ Rozktad faczny jest wielowymiarowy i ma bardzo
skomplikowana posta¢, trudna do wyznaczenia analitycznie.

@ Dla danych minutowych w rozpatrywanym w tej pracy
przypadku liczba estymowanych wielkosci, czyli wymiar
rozktadu warunkowego przekracza 1 500 000.

@ Ze wzgledu na charakterystyka problemu kazda para wielkosci
jest warunkowo zalezna. Problem estymacji nie sprowadza
sie do roztacznych estymacji analogicznych jednowymiarowych
parametréw.
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Estymacja zmiennosci i parametréw strukturalnych modelu

Podstawy markowowskiego Monte Carlo (MCMC)

@ Problem daje sie sformutowaé jako wyznaczenie wartosci
oczekiwanej pewnego rozktadu

EY =7

o Nie mozemy generowac obserwacji z doktadnego rozktadu Y.
o Mozemy skonstruowaé tancuch Markowa (Y;)N_; o rozktadzie

ergodycznym Y tj. Y; LG
@ Wtedy na mocy Prawa Wielkich Liczb dla tahcuchéw
Markowa:

1 4 t—o0
—> Ve —>EY

Przemystaw Ry$



Estymacja zmiennosci i parametréw strukturalnych modelu

Prébnik Gibbsa (1/2)

Jak skonstruowac taki fancuch Markowa?

Zatozenie 1: Docelowy rozktad jest wielowymiarowy, to znaczy
dla pewnego p > 1 zmienna losowa o docelowym rozktadzie X
spetnia X = (X1, ..., Xp) dla pewnych Xi, ..., X,.

Zatozenie 2: Mozemy symulowaé obserwacje z petnych rozktadéw
warunkowych:

Xe|X1y ooy Xim 1, Xig1s ooy Xp ~ Fi(Xi|X1, ooy Xi— 1, Xig 1, ooy Xp)

dlai=1,2,..p.
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Estymacja zmiennosci i parametréw strukturalnych modelu

Prébnik Gibbsa (2/2)

Algorytm Krok prébnika Gibbsa z X(8) do X(t+1):

XD < A 0ald?, o, xE0)

X2(t+1) ~ f2(X2|x1(t),X3Et)...,x(t))

X,(,t‘H) ~ fp(xp|xl(t), ...,xl()t_)l)
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Estymacja zmiennosci i parametréw strukturalnych modelu

Podejscie bayesowskie i MCMC (2)

Postaci tych rozktadéw warunkowych wyznaczamy, wykorzystujac
podejscie bayesowskie, na podstawie obserwacji oraz przyjetych
rozktadéw a priori:

@ jednowymiarego rozktad normalnego dla =,
@ dwuwymiarowego rozktad normalnego o macierzy diagonalnej

dla (e, B),

e rozktadu inverse-gamma dla nieujemnej zmiennej 1?2,
@ nieinformatywnych dla V, ..., V,,.

Ich parametry wyznaczamy metoda momentéw na podstawie
estymatoréw uzyskanych standardowa metoda.
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Estymacja zmiennosci i parametréw strukturalnych modelu

Podejécie bayesowskie i MCMC (3)

Wykorzystamy w tym celu prébnik Gibbsa, ktéry bazuje na
symulowaniu obserwacji z rozktaddéw:

p(vle, B,m, V, R) o< p(R|y, V)p(v),

p( 76|77777 Vv, R) X Hl:l ,O(V,'|Oé,5,’l’}, Vifl)p(oﬁﬂ)'
p(?y, e, B, V. R) o p(Vlev, B,17)p(n?),

p(VOh/v 7677% V 0) X p(\/1|Vo,OA,B,’I’]Z)[)(RHVO,’}/),O(VO),

p( Vn’v’ a? 57 T” R? Vf”l)
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Estymacja zmiennosci i parametréw strukturalnych modelu

Projekt i implementacja metody

Finalnie algorytm markowowskiego Monte Carlo ma nastepujacy

krok:
° P(’Y’Oéaﬁﬂ% Vv R) ~ N,
o pla, Blv,m, V,R) ~ N,
o p(n?v,a, B, V,R) ~ Inverse — Gamma,
e p(Woly, @, B,m, R, V_g) ~ algorytm Metropolisa — Hastingsa,
° vtG{l,.A.,n—l} p(Vilv, a, B,m, R, V_¢) ~ algorytm MH,
° p(Vnh/va?Bﬂ?a R7 V—n) ~ Nr

Algorytm zostat zaimplementowany na potrzeby pracy w
$rodowisku R oraz jezyku C++. Punktami startowymi byty
oszacowania parametréw uzyskane standardowymi metodami.
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Test metod na danych symulowanych

Test metod na danych symulowanych
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Test metod na danych symulowanych

Konstrukgja testu (1/2)

@ Przygotowanie zestawdéw danych tj. szeregu zmiennos$ci oraz
szeregu logarytmicznych stép zwrotu zgodnych z postacia
modelu przy wykorzystaniu schematu dyskretyzacyjnego
Eulera - Maruyamy

e trzy zestawy danych o zréznicowanych wtasnosciach
odwzorowywujacych stosunkowo bezpieczne oraz ryzykowne
aktywa finansowe,

e agregacja kazdego szeregu do trzech czestotliwosci -
minutowej, godzinowe] oraz dziennej.

@ Estymacja parametréw strukturalnych modelu oraz wartosci
szeregu zmiennosci za pomocg metody MCMC dla kazdego z
dziewieciu przypadkdw.
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Test metod na danych symulowanych

Konstrukgja testu (2/2)

@ Benchmark: Estymacja szeregu zmienno$ci za pomoca
zmiennoéci zrealizowanej dla trzech dtugosci okna estymacji,
dopasowanego kazdorazowo do czestotliwosci danych oraz
standardowa estymacja parametréw strukturalnych w oparciu
0 wyznaczong zmienno$¢ zrealizowang dla kazdego przypadku.

@ Poréwnanie rozktadéw btedéw wzglednych i bezwzglednych
estymatoréw zmiennosci w czasie, uzyskanych réznymi
metodami dla réznych czestotliwosci danych.

@ Poréwnanie uzyskanych oszacowan parametréw strukturalnych
réznymi metodami dla réznych czestotliwosci danych.
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Test metod na danych symulowanych

Ewolucja oszacowan parametréw w czasie

Nie ma podstaw do kwestionowania poprawnosci metody.

Przebieg estymacji parametréow metoda markowowskiego Monte Carlo - wartosci
parametréw wylosowanych w kolejnych krokach préobnika Gibbsa - Zestaw A
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Test metod na danych symulowanych

Wyniki estymacji zmiennosci

Statystyki bledéw wzglednych przyjmowanych przez estymatory szeregu zmien-
nosci na réznych czestotliwosciach dla zestawu parametrow A %)

obserwacje minutowe bserwacje godzinowe obserwacje dzienne
/ 2 / RVM RV

obs
[MCMC RVH RVD RVW RVM|MCMC RVD RVW RVM RVQ|MCMC RVW RV6M

min 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Q1% 0.03 0.11  0.05 0.03 0.03 0.06 035 0.16 0.08 0.07 0.08 043 020 0.12 0.07
Q5% 0.12 0.57 0.22 0.13 0.15 0.28 1.67 0.80 0.39 0.36 0.38 1.79  1.14 057 0.37
ST. 1.53 7.25 283 1.90 3.25 21.30 9.75 5.01 4.32 5.91 21.58 1247 T7.68
med. 1.31 6.11 2.39 1.61 2.80 18.14 835 4.13 3.53 4.63 18.70 10.83 6.38
Q95% | 3.66 17.81 6.88 4.71 7.56 52.15 12.65 11.10| 14.87 49.79 30.51 19.30

Q99% | 4.95 .45 8.99 5.98 9.73 68.94 16.88 14.02| 19.39 63.94 3893 24.53
maks. | T7.67 4239 16.56 892 | 12.80 114.39 25.14 19.18| 2347 100.65 54.42 33.26
SD 1.14 5.48

1.44 2.32 16.07 3.85 3.35 4.66 15.68 9.01 5.82
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Test metod na danych symulowanych

Uzyskane oszacowania parametrow

Estymatory parametréow strukturalnych ciaglego modelu GARCH wyznaczone
na podstawie danych o roznej czestotliwosci dla zestawu parametrow A

obserwacje minutowe obserwacje godzinowe obserwacje dzienne
| par MCMC ~ RVH RVD RVW RVM| par MCMC RVD RVW RVM RVQ| par MCMC RVW RVM RVQ RV6M

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00(0.00 0.00  0.00 0.00 0.00 0.00{0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00(0.00 0.00 0.02 0.00 0.00 0.00[0.00 0.00 0.02 0.01 0.00 0.00
1.00 1.00 0.99 1.00 1.00 1.00(1.00 1.00 0.86 0.98 1.00 1.00(0.99 1.00 0.86 0.96 0.99 1.00
0.30 0.03 10.83 1.58 0.32 0.08]0.30 0.04 16.48 2.46 0.57 0.19]0.30 0.04 6.46 1.60 0.50 0.17
0.10 -0.26 -0.09 -0.19 -0.21 -0.18|0.10 -0.28 0.81 -0.43 -0.20 -0.21|0.10  -0.23 0.47 -0.32 -0.26 -0.20
2.00 0.04 1229.07 69.93 3.26 -0.18|2.00 0.01 238.41 40.39 5.41 -0.22|2.00 -0.01 34.77 10.59 2.14 -0.46
v|0.15 0.12 0.15 0.15 0.15 0.15/0.15 -0.22 0.15 0.15 0.15 0.15|0.15 0.26 0.14 0.14 0.14 0.14

™R =2

EREc)
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Test metod na danych symulowanych

Tendencja do nadmiernego wygtadzenia - niskie 1

@ Metoda MCMC ma tendencje do nadmiernego wygtadzania
estymatora szeregu zmiennosci, czyli zanizania wartosci 7).

@ Proponowanym rozwigzaniem jest rozwazenie algorytmu dla
réznych warto$ci ustalonego parametru 7, na poziomie
zgodnym z intuicja biznesowa.
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Test metod na danych symulowanych

Uzyskane oszacowania parametréw metoda bez 1 (1/2)

Estymatory parametrow strukturalnych ciaglego modelu GARCH wyznaczone
na podstawie danych o réznej czestotliwosci dla zestawu parametrow A i algorytmu z zadanym
poziomem wygladzenia

obserwacje minutowe obserwacje godzinowe obserwacje dzienne
| par MCMC ~ RVH RVD RVW RVM| par MCMC RVD RVW RVM RVQ| par MCMC RVW RVM RVQ RV6M

7|0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00(0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00[0.00 - 0.00 0.00 0.00 0.00
«|0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00(0.00 0.00 0.02 0.00 0.00 0.00]0.00 - 0.02 0.01 0.00 0.00
B|1.00 1.00 0.99 1.00 1.00 1.00(1.00 1.00 0.86 0.98 1.00 1.00/0.99 - 0.86 0.96 0.99 1.00
710.30 0.30 10.83 1.58 0.32 0.08]0.30 0.30 16.48 2.46 0.57 0.19]0.30 - 6.46 1.60 0.50 0.17
§10.10 -0.27  -0.09 -0.19 -0.21 -0.18/0.10 -0.23  0.81 -0.43 -0.20 -0.21|0.10 - 0.47 -0.32-0.26 -0.20
K [2.00 2.10 1229.07 69.93 3.26 -0.18|2.00 1.63 238.41 40.39 5.41 -0.22/|2.00 - 34.77 10.59 2.14 -0.46
v|0.15 0.15 0.15 0.15 0.15 0.15/0.15 0.19 0.15 0.15 0.15 0.15]0.15 - 0.14 0.14 0.14 0.14
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Test metod na danych symulowanych

Uzyskane oszacowania parametréw metoda bez 1 (2/2)

@ Ustalenie poziomu wygtadzenia jest decyzja podobna do
typowego problemu wyboru dtugosci okna estymacji dla
estymatoréw ruchomych.

@ Arbitralnie ustalony poziom parametru 1 w tescie okazat sie
mie¢ zdecydowanie nizszy (wrecz zaniedbywalny) wptyw na
osiggane wyceny opcji niz wybér dtugosci okna estymacji.

@ Dla stosunkowo niskiej czestotliwosci obserwacji algorytm
MCMC nie osiggnat zbieznosci w zadowalajacym czasie.

o Wyzsza czestotliwo$é danych pozwala na poprawienie jakosci
estymatoréw uzyskiwanych metodg MCMC.
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Wyniki czesci aplikacyjnej - indeks S&P500

Wyniki czeSci aplikacyjnej - indeks S&P500
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Wyniki czesci aplikacyjnej - indeks S&P500

Wyniki estymacji zmiennosci

Estymator szeregu zmiennosci indeksu S&P500 uzyskany metoda MCMC dla

ustalonego poziomu 7 = 200% dla danych minutowych oraz dzienne i miesieczne szeregi
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Wyniki czesci aplikacyjnej - indeks S&P500

Uzyskane oszacowania param

Estymatory parametrow strukturalnych ciagltego modelu GARCH wyznaczone
na podstawie kwotowani indeksu S&P500 o czestotliwosei minutowe;j

algorytm MCMC estymacja ze zmiennosci zrealizowanej

40%  80% 120% 160% 200% 240% 280% 320% 360% 400%| RVH RVD RVW RVM
gamma | 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000|  0.000 0.000 0.000 0.000
alpha | 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000| 0.000 0.000 0.000 0.000
beta 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0.998 1.000 1.000 1.000
eta 0.400 0.800 1.200 1.600 2.000 2.400 2.800 3.200 3.600 4.000 | 1075.898 64.300 15.690 3.094
delta 1.518 1.475 1.421 1.359 1.267 1.192 0.717 1.000 0.625 0.847 .519  3.050 2.588 3.622
kappa |-0.733 -0.583 -0.319 0.048 0.498 1.066 0.637 2.469 2.202 4.200| 196.104 19.999 3.268 0.661

nu 0.004 0.000 -0.016 0.267 0.048 0.037 0.082 0.036 0.053 0.042 0.025 0.025 0.025 0.025
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Wyniki czesci aplikacyjn indeks S&P500

Uzyskane ceny opcji kupna

Ceny miesiecznych opcji kupna (call) wyznaczone metoda Monte Carlo zgodnie
z wyestymowanymi modelami oraz rzeczywiste notowania tych instrumentow

——MCMC280 o ——MCMC200
“wouceo 0 v
o

250 500
cena wykonania cena wykonania
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Podsumowanie i wnioski

@ Przedstawiona metoda MCMC pozwolita na uzyskanie
doktadniejszych oszacowan obserwacji procesu zmiennosci w
terminach btedéw wzglednych i bezwzglednych od
standardowo uzywanych zmienno$ci zrealizowanych.

@ Metoda w podstawowe]j postaci nie daje lepszych
estymatoréw parametréw strukturalnych modelu od
standardowych metod.

@ Metoda z zadanym 7 zwraca zdecydowanie lepsze wyniki.

@ Wrazliwo$¢ uzyskiwanych wycen na przyjety poziom 7 jest
zadowalajaco niska.

@ Metoda moze by¢ wykorzystywana w praktyce do wyceny
instrumentéw pochodnych, a takze zarzgdzania ryzykiem
finansowym.
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